
１．はじめに

　鉄道橋りょう・高架橋は，上部工（桁）や支承を介し
て複数の下部工（ラーメン高架橋の場合は，スラブ～基
礎部を下部工と表記）が連続した群を構成しているため，
振動計測から得られる固有振動数などの振動特性は，隣
接構造物の振動の影響を含んだ構造全体系としての値で
ある。これは，道路橋を対象とした橋脚単体と構造全体
系の実測比較１）や鉄道構造物群の連成に関する実測お
よび解析的検討２）の事例を見ても明らかである。
　振動計測で得られる構造全体系の振動特性は，構造物
の健全性判断に活用されてきた。特に鉄道分野では，橋
りょう・高架橋の着目構造に衝撃加振を行い，得られる
波形から構造全体系の固有振動数を評価して，下部工単
体の健全性を評価する衝撃振動試験３）４）が長年に亘り活
用されている。下部工の損傷や安定性の低下は，構造全
体系の固有振動数の低下を招くため，この衝撃振動試験
は有効な非破壊検査法の 1つといえる。その一方で，隣
接する構造物の違いによっては，局所的な下部工の損傷
が構造全体系の固有振動数の変化に与える影響が限定的
となり，下部工単体の特性を明瞭に評価できない場合も
考えられる。そのため，下部工単体の固有振動数を直接
評価できるようになれば，より正確に健全性を判断でき
る可能性がある。
　計測結果に基づく構造全体系の振動特性把握，下部工
単体としての剛性把握といった事柄は，システム同定と
呼ばれる。システム同定には，モードの固有振動数，減
衰定数，モード形状等の構造のモーダルパラメータを同
定するもの５）などと，質量，剛性，減衰のような構造を構

成する物理量（物理パラメータ）を同定するもの６）～10）に
大別されるが，本稿で着目するものは後者である。物理
パラメータを同定する手法には，時間領域で同定する手
法と周波数領域で同定する手法があり，土木・建築の分
野などで様々な検討がなされてきた。時間領域の同定手
法の検討事例を挙げると，ニューラルネットワークを用
いた研究６），地震観測記録から最小二乗法で同定する方
法７）などがある。一方で，周波数領域の同定手法の検討
事例としては，1次固有値の制約条件下での重み付き剛
性和最小設計問題の解に基づく検討８），粘性減衰機構の
モデルを対象とした理論的検討９），伝達関数の静的な極
限値を利用した手法10）などがある。これらの研究はいず
れも建築構造を想定した多層構造もしくは土木構造で
あっても 1自由度のばねマスモデルを基としている。鉄
道のような連続する橋りょう・高架橋群は，後述するよ
うに地盤結合する質点が複数存在し，支配方程式が既往
研究と異なりより複雑となるが，その問題を対象に物理
パラメータを同定する研究はこれまで十分になされてい
るとはいえない。
　そこで著者らは，上部工，支承を介して複数の上部工・
下部工が連続した橋りょう・高架橋群（図 1（a））をば
ねマスモデル（図 1（b））で表現し，振動計測等のデー
タから下部工単体の剛性に直接関係する下部工単体の固
有振動数を同定する手法を開発した11）。提案手法は，自
由振動問題を対象にした理論的検討から導出される周波
数領域での同定手法である。本手法が確立すれば，例え
ば地震や河川橋脚における洗掘等で下部工の健全性低下
が疑われる場合に，下部工単体の固有振動数を新たな健
全度判定の指標に用いることで，衝撃振動試験３）４）の判
定指標（全体系の 1次固有振動数）よりも直接的かつ正
確に下部工の健全度を判断できる可能性がある。本稿で
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は，文献 11の一部に示されている下部工単体の固有振
動数の同定法に関する理論展開および数値解析による妥
当性の検証について述べる。

２．下部工単体の固有振動数同定法の提案

　本章で述べる理論展開は下記前提条件のもと行う。
・橋りょう・高架橋群は弾性挙動をする。
・剛性の振動数依存性は考慮しない。
・減衰は Rayleigh減衰等の比例減衰型の特性を持つ。
・ モデル境界は，設計振動単位12）の考えを準用し，モデ
ル範囲外の上部工質量の半分を考慮した自由端とする。

2. 1　下部工 1基の場合
2. 1. 1　非減衰系の場合
　起終点の上部工を有する下部工 1基の 3自由度系が
自由振動している状態を考える（図 2）。下部工の質量
を m1，剛性を k1とし，起点の上部工質量を m2，支承を
介した連成ばね剛性を k12，終点の上部工質量を m3，支
承を介した連成ばね剛性を k13，各質点の振動の変位波
形を x1～x3とする。ここで，質量 m1～m3は設計図書等
から全質量を把握したうえで，振動に寄与するだけ質量
（等価質量の考え方13））に応じて算定可能である。また，

変位波形 x1～x3は振動計測を行い，変位計で取得するか，
もしくは速度計や加速度計を用いてその微分形（ẋ1～ẋ3

や ẍ1～ẍ3）を取得して把握できる。この条件下で，剛性
k1，k12，k13を同定する問題を考える。
　この問題の運動方程式は次式で表せる。

 (1a)

 (1b)

 (1c)

各変位の振幅 r1～r3，固有円振動数ωおよび位相角φ
を用いて，上式の一般解は下記のようになる。

 (2)

式 (2)を式 (1a)に代入し，任意の時刻について成立する
条件を考慮すると，下式が成り立つ。

 (3)

ここで，式 (3)が非自明解を持つための必要十分条件か
ら，ω＝ωj（ j＝1，2，3，j次の固有円振動数）が求まる。
2行目の式を整理すると次式となる。

 (4)

全く同様の手順で式 (3)の 3行目の式を整理すると，

 (5)

となる。ここで，R2，R3は下部工の振幅を 1としたと
きの上部工の振幅を表す。
　さらに，式 (4)，(5)を式 (3)の 1行目に代入して整理
すると，

k1＝（m1＋R2m2＋R3m3）ω2 (6)
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図１　対象とする構造物およびモデルのイメージ

図２　下部工1基の自由振動問題
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となる。ここで，上式の意味をイメージするために極端
な 2例として以下を考える。
　・k12＝k13＝0（連成ばね剛性 0）
　・k12＝k13＝∞（連成ばね剛性無限大）
k12＝k13＝0のとき式 (4)，(5)より R2＝R3＝0，即ち r2＝
r3＝0となる。これは，上部工が変位せず下部工に何も
影響を与えない状況であり，上部工が載っていない状況
と等価といえる。このとき，式 (6)より k1＝m1ω2となり，
下部工剛性・質量だけの 1自由度系に帰着される。一方
で，k12＝k13＝∞のときは，式 (4)，(5)より R2＝R3＝1，
即ち r1＝r2＝r3がいえる。これは，上部工と下部工が完
全に一体挙動している状況であり，設計振動単位での取
り扱い方に相当する。このとき，式 (6)より k1＝（m1＋
m2＋m3）ω2となり，上部工質量を付加した状況での 1自
由度系に帰着される。
2. 1. 2　減衰系の場合
　減衰を考慮した場合，復元力項と同じ符号で速度に比
例する減衰項が追加される。そのため，運動方程式は下
式となる。

 (7a)

 (7b)

本稿では，比例減衰型の減衰を扱っており，その条件下
では固有モードが非減衰の場合と同じ実数となるため，
上記の一般解は次式となる。

 (8)

ここで，λは固有値であり，全体系の減衰固有円振動
数ωDとモード減衰定数σで表される。
　式 (8)を式 (7a)に代入し，任意の時刻について成立す
る条件を考慮すると，下式が成り立つ。

 (9)

式 (9)の 2行目に着目して整理すると，R2＝r2 ⁄ r1として，

（－c12λ－k12）＋（m2λ2＋c12λ＋k12）R2＝0 (10)

となる。上式を実部，虚部に分けて整理すると，

 
(11)

上式が成立するには，実部＝虚部＝0が必要となるため，
次式が成り立つ。

 (12)

上記連立方程式を解くことで，連成ばね剛性 k12および
減衰係数 c12が次式で求まる。

 (13)

また，式 (9)の 3行目について全く同じ計算ができるの
で，連成ばね剛性 k13および減衰係数 c13が求まる。

 (14)

　次に式 (9)の 1行目に着目し，実部＝0，虚部＝0の
条件を適用すると，

 (15)

　ここで，減衰行列を比例減衰型と仮定しているため，
減衰固有円振動数ωDおよびモード減衰定数σは，非減
衰固有円振動数ωと減衰定数 hを用いて，次式で表せる。

 (16)

上式を式 (13)～(15)に代入すると，

 (17)

 (18)

 (19)

となり，k1，k12，k13が非減衰の解（式 (4)～(6)）と一致
することがわかる。即ち，非減衰固有円振動数を用いれ
ば，減衰振動問題における解も非減衰振動問題と同じ式
で表現できることがわかる。なお，式 (17)の k1は文献
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8で示される多層構造のせん断ばねマスモデルでの剛性
の算定式と同様の形をしている。

2. 2　下部工が2基以上の場合
　上部工，支承を介して 2基の下部工が連結された減衰
自由振動問題を考える（図 3）。この問題の運動方程式
は下記となる。

 (20)

上式の一般解は式 (8)と同様に下記の形で表せる。

 (21)

運動方程式に上記調和振動解を代入して整理すると，下
式となる。

 (22)

ここで，j：着目下部工の添え字（ここでは 1）として，

 (23)

とする。なお，Ωiは下部工 i単体の固有円振動数に相
当する。式 (22)について実部＝虚部＝0の条件を適用
すると，

 (24)

 (25)

となる。ここで，ωは非減衰固有円振動数である。式 (24)

を確認すると，Ω1，Ω2を 1つの式で表していることが
わかる。本稿では，剛性の振動数依存性は考慮していな
いため，2種類の非減衰固有円振動数ωおよび固有
モードベクトル（Ri）を代入すればΩ1，Ω2を一意に求
めることができる。ちなみに本稿の主題ではないが，仮
に各固有モードに対応するモード減衰定数σ iが算定で
きれば，式 (25)から個々の減衰係数に関連する物理量
Ciを算定することも可能である。
　一般に n基の下部工で構成されるばねマスモデル（図
1（b））では，先と同じ議論ができ，式 (24)と同様に，

 (26)

と表記することができる。なお以降の考察の都合も踏ま
え，式 (26)は j次モードに関するものであると添え字を
加えて明記した。未知数がΩi（i＝1，2，... n）の n個であ
るため，n組の非減衰固有円振動数ωjと固有モード Rji

があれば一意にΩiを決めることができる。
　なお，n＝1のとき R11＝M1＝1であることを踏まえる
と，式 (26)は下部工 1基の式 (17)に一致するため，本
式は一般性のある式といえる。

2. 3　下部工単体の固有振動数同定法の活用方法
　下部工の損傷や安定性の低下などによる健全性の低下
は，ばねマスモデルにおいては下部工の剛性低下，即ち
下部工単体の固有円振動数の低下を意味する。そこで，
下部工単体の固有振動数を新たな健全度判定の指標に用
いれば，衝撃振動試験３）４）の判定指標（全体系の 1次
固有振動数）よりも直接的かつ正確に下部工の健全度を
判断できる可能性がある。
　ここでは提案手法の具体的な活用例として，下部工単
体の固有振動数を用いた健全度判定の手順を示す。
・ 下部工単体の固有振動数の初期値 F0を把握する。新
設構造については，建設中の上部工が載っていない状
態で振動計測を実施すれば最も正確な値が得られる。
既設構造物については，下部工，上部工を含めた複数
箇所で振動計測を実施し，全体系の固有振動数や固有
モードを算定し，式 (26)から同定することができる。

・ 下部工の健全性低下が疑われるとき（地震や河川橋脚
における洗掘等），再度振動計測を実施し，式 (26)か
ら下部工単体の固有振動数 Fを同定する。
・�Fと F0を比較し，顕著な変化（F0に比べて Fが低下）
が見られた場合，下部工の健全性低下と判定する。
上記は異常時の健全度判断を想定しているが，常時モニ
タリングのような下部工単体の固有振動数の経年変化を
把握することも可能である。なお，振動計測結果から全
体系の固有振動数や固有モードを算定する方法は，卓越
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図３　下部工2基の自由振動問題
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振動数におけるフーリエ振幅比とフーリエ位相差を活用
する方法や，FDD（Frequency Domain Decomposition）
法14）を活用する方法などがある。

2. 4　�実際の鉄道橋りょう・高架橋へ活用する場合の注
意点

2. 4. 1　Mi，Rjiの基準点について
　式 (23)，(26)の形からわかるように，質量比Miや固有
モード Rjiの基準となる質点はどの点を活用しても良い。
また質量比については，設計図書等から得られる実質量
を基に振動に寄与するだけ質量（等価質量の考え方13））
に応じて評価すればよい。
2. 4. 2　非減衰固有円振動数の算定について
　実測で取得できる波形をフーリエ変換して得られる卓
越振動数は，厳密には減衰固有振動数に一致するはずで
ある。しかし，式 (26)より必要な物理量は非減衰固有
円振動数なので，その算定について述べる。
　1次モードを例にとると，減衰 1次固有円振動数と非
減衰 1次固有円振動数の差Δω1は，

 (27)

となり，振動数表現で記載すると，次式となる。

 (28)

ここで，減衰定数 hは通常数%～20%程度であり，固
有振動数 f1は数 Hz～10Hz程度である。
　次に，実測の計測時間を tN（s）とすると，収録波形を
フーリエ変換したときの振動数刻み幅Δ fは次式となる。

 (29)

通常の振動計測でフーリエ変換するひとかたまりの計測
時間 tN（s）は数十秒程度，サンプリング周波数は 100～
1000Hz程度である。Δ f1やΔ fの例を表 1に示す。表
中において，Nはデータ数，fsはサンプリング周波数で
ある。取りうる値の範囲の目安を知るためにΔ f1や Δ f
が比較的小さくなる場合と比較的大きくなる場合の条件
で算定した。ここで，波形処理は高速フーリエ変換の活

用を想定するためデータ数 N＝fs×tNが 2の累乗となる
ような計測時間としている。本表より，Δ f1が比較的大
きい条件である減衰定数が 20%で非減衰固有振動数が
10Hzの構造物をΔ fが比較的小さくなる条件であるサ
ンプリング周波数 1000Hzで 65.536s計測した場合によ
うやくΔ f1とΔ fが同じオーダーとなることがわかる。
このことから減衰固有振動数と非減衰固有振動数の差異
は非常に小さく，通常の計測精度で得られる刻み幅では
区別できない程度であることがわかる。すなわち，実務
上はフーリエ振幅スペクトルの卓越振動数をそのまま非
減衰固有振動数と判定しても差し支えないといえる。
2. 4. 3　固有モードの算定について
　下部工 2基（5自由度）の場合を例にとり，式 (26)
に j次モードと k次モードの値を代入すると，

 
(30)

となる。ここで式 (23)の定義より Rj1＝Rk1＝M1＝1とな
ることを利用している。
　この連立方程式が一意に解けるためには，左辺の行列
式＝M2（Rk2－Rj2）≠0が必要十分条件となる。これは，k

次モードと j次モードにおける下部工 1と下部工 2の振
幅比が異なることを意味する。一般に n基の下部工の場
合でも同様の議論ができ，下部工のみに着目したときの
モード形状が異なる n個のモードを選択しないと，式
(30)が一意には解けず，下部工単体の固有振動数が算定
できない。

３．数値解析に基づく手法の検証

　本章では，2章で理論展開を基に提案した手法の妥当
性を数値解析により検証する。具体的には，下部工 1基
の場合と 3基の場合を例にとり，数値解析から得られる
固有振動数や固有モードを基に提案手法を適用して，下
部工単体の固有振動数を同定し，解析モデルの設定値
（正解値）との比較を行う。また，本章で扱う数値解析
モデルの設定値は，実際の鉄道橋りょう・高架橋の諸元
とは異なる範囲も含めて検討する。例えば，下部工単体
と支承部の固有振動数が非常に近い領域で設定している

Δω1＝ω1－ωD1＝（1－ ）ω11－h2

f1

2πΔf1＝（1－ ）1－h2

1
tN

Δf1＝

M2Rj2

M2Rk2

1
1

Ω1
2

Ω2
2

⎧
｜⎨
｜⎩

⎫
｜⎬
｜⎭

ω2
j（1＋M2Rj2＋M3Rj3＋M4Rj4＋M5Rj5）

ω2
k（1＋M2Rk2＋M3Rk3＋M4Rk4＋M5Rk5）

⎧
｜⎨
｜⎩

⎫
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｜⎭

＝
⎡
｜
｜
⎣

⎤
｜
｜
⎦

表１　Δf1 やΔf の例
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が，実際は支承部の固有振動数は，下部工単体の固有振
動数よりも十分大きいと想定される。また，減衰定数を
最大で 40％まで設定しているが，実際は常時に発揮さ
れる減衰定数は数％程度，地震時の非線形化の影響も踏
まえても 30％程度と考えられる。このような設定をし
たのは，本章の目的が提案手法の妥当性検証としている
ためである。なお，実橋での実測を想定した提案手法の
妥当性検証も別途実施している15）。

3. 1　下部工 1基の場合
　下部工 1基の場合について，線形の衝撃加振解析を行
い，提案手法で下部工単体の固有振動数を算定すること
で手法の有効性を検証する（図 4）。表 2に検討ケース
を示す。下部工の質量を 1tonと基準化し，質点 iとの
質量比 Mi＝mi/m1を変化させた。また，上部工―支承の
ばねや下部工のばねの剛性は，それぞれ単体としての固
有振動数 Fiを設定し，それらを基に ki＝4π2mi Fi

2と換算
して設定した。減衰行列は剛性比例減衰として算定し，
構造全体系 1次モードについて減衰定数 hとなるよう
に設定した。衝撃加振としては，時刻 0.001sに 1kNと
なり，それ以外の時刻は 0の力を質点 1（下部工位置）
に作用させた。時間刻みは 0.001sで 60sの解析を実施
した。解析結果を分析する際は打撃直後の強制加振状態
の影響を除く必要があるため，5s以降の波形に着目し
て整理した。
　応答変位波形，応答変位のフーリエ振幅スペクトル，フー
リエ振幅スペクトル比の例として，Case1-3とCase1-5の
結果を図 5に示す。ここで，フーリエ振幅スペクトルは，

5s以降の応答変位最大値時点からの減衰波形で算定して
いる。本図より各ケースとも全体 1次モードで振動してい
ること，その振動波形は設定した減衰定数の包絡線上を推
移することがわかる。この結果を実測データと考えた場合，
卓越振動数と減衰定数およびその振動数におけるフーリエ
振幅比が判明したことになる。なお，同定したい下部工単
体の固有振動数 F1は 2.0Hzであるが，その情報はフーリ
エ振幅スペクトル等からは判断できないことがわかる。
　続いて表 3に Case1-1～1-6の複素固有値解析で得ら
れる減衰固有振動数 fd1，非減衰固有振動数 f1と応答波
形のフーリエ振幅スペクトルから得られる卓越振動数 f

を示す。また，卓越振動数と減衰定数，フーリエ振幅ス
ペクトル比から式 (26)で算定される固有円振動数を固
有振動数に変換したものとして F（Hz）と Fd（Hz）を示す。
ここで，F（Hz）は得られた卓越振動数を非減衰固有振
動数と仮定して算定した結果であり，Fd（Hz）は卓越振
動数を減衰固有振動数と仮定して算定した結果である。
また，横軸に減衰定数を取り，縦軸に F（Hz）と Fd（Hz）
を取ったものを図 6に示す。なお，図 6では表 2のケー
スに加え，減衰定数が 1％，3％，20％，40％でその他
の条件が Case1-3～1-6と同じとした条件での結果も示
す。本表および本図より Case1-1～1-3（減衰定数 5％）
の場合は，f1と fd1がほぼ一致し，このとき F（Hz）と Fd

（Hz）ともに設定値（2.0Hz）を高い精度で同定できて
いることがわかる。一方で，減衰定数の増加とともに，
下部工単体の固有振動数の同定精度は低下する傾向にあ
り，特に減衰を考慮しない算定法だと乖離が大きい。こ
れは，Case1-3～1-6について減衰定数が増加するとと
もに，f1と fd1が乖離するためである（表 3）。但し，減
衰定数 30％程度までであれば，非減衰の算定法であっ
ても十分正解値（2.0Hz）に近い結果を推定できている
ことがわかる。減衰定数 30％というのは鉄道構造物等
設計標準・同解説（耐震設計）12）に記載の地盤ばねに与
える減衰定数の目安値（15～30％）から考えても比較
的大きな値といえるため，実用上は卓越振動数を非減衰
固有振動数とみなして算定しても問題ないと言える。

3. 2　下部工が2基以上の場合
　下部工が 2基以上の場合は，全体系の高次モードが必
要となるため，衝撃加振解析では高次モードを励起させ
ることは難しい。本検討では，式 (26)の妥当性を数値
解析的に検証することが目的であるため，前節のような
衝撃加振の結果を用いるのではなく，固有値解析によっ
て妥当性を検証することとした。実構造物を対象とした
場合には，常時微動観測等の結果を基に FDD法14）など
を適用することで，全体系の固有振動数，固有モードを
得ることができる16）。検討対象としたばねマスモデルの
パラメータを表 4に示す。下部工 3基の 7自由度モデル

図４　衝撃加振解析のイメージ

表２　検討ケース一覧
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図６　�減衰定数と同定される下部工単体の固有振動数の
関係

表３　�全体系および下部工単体の固有振動数（下部工1
基）

図５　�応答解析結果の例（左：応答変位波形，中：フーリエ振幅スペクトル，右：フーリエ振幅スペクト
ル比）

表４　固有値解析の検討ケース
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（図 7）で 3ケース設定した。質量や剛性の設定法は前
節と同様である。ここで，算定に必要な非減衰固有振動
数および固有モードは実固有値解析で取得できるため，
本モデルでは減衰に関する設定は行っていない。
　次に，Case2-1～2-3の 1～3次の固有振動数 f，有効
質量比を表 5に示し，Case2-3の固有モード図を図 8に
示す。上記のモード図を見ると，1～3次モードは全て
下部工 1～3の振幅比が異なることがわかり，これらを
用いることで下部工単体の固有振動数を算定できる可能
性がある。なお，各モードの固有振動数からは下部工単
体の固有振動数を判断できないことがわかる。
　各ケースの 1～3次モードを活用し，式 (26)により算
定した下部工単体の固有振動数を図 9に示す。図にはモ
デルに設定した正解値も併せて示すが，各ケース，各下
部工単体の固有振動数が正確に算定できていることがわ

かる。以上より，複数の構造物が連続する橋りょう・高
架橋群においても，複数の全体系の固有振動数および固
有モードが取得できれば，提案手法により下部工単体の
固有振動数を算定できることが示された。

４．まとめ

　本稿では上部工，支承を介して複数の下部工が連続し
た橋りょう・高架橋群をばねマスモデルで表現し，振動
計測等で得られるデータから下部工単体の剛性に直接関
係する単体の固有振動数を同定する手法を開発した。そ
して，数値解析により同定手法の妥当性を検証した。得
られた知見を下記に示す。
・ n基の下部工の系について，全体系に関する n個の非
減衰固有振動数および固有モードを用いて各下部工単
体の固有振動数を算定できることを理論的に証明した。
・ 一般解として得られた理論式の妥当性を検証するため，
下部工 1基の場合や 3基の場合を例にとり，線形の
衝撃加振解析や固有値解析の結果を基に提案手法を適
用した。その結果，下部工単体の固有振動数を高精度
に同定できることを示した。
・ 鉄道橋りょう・高架橋で想定される減衰定数の範囲で
あれば，応答波形の卓越振動数と非減衰固有振動数は
ほぼ同一であるため，実用上は応答波形の卓越振動数
を利用して提案手法を適用できることを示した。
　なお，紙面の都合で記載を省略したが，データに誤差
が含まれている場合の同定精度に与える影響評価11）お
よび実橋での実測を想定した提案手法の妥当性検証15）

も別途実施している。
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