
１．はじめに

　鉄道車両の走行安定性を評価する方法の一つに，レー
ルと同じ断面形状を有する軌条輪を備えた定置試験装置
（車両試験装置）上で行う蛇行動試験がある。この試験
には，トリガーとなる外乱を付与せずに蛇行動が発生す
る速度（蛇行動限界速度）を評価する単純回転試験や，
供試台車に直接外力を加えたり，軌条輪に左右方向の変
位を与えたりするなど，明示的な外乱を付与して蛇行動
限界速度を評価する加振試験がある。加振試験での蛇行
動限界速度は単純回転試験での限界速度よりも低下し，
また，加振による外乱の与え方によって蛇行動限界速度
が異なる場合がある。
　これまでに，走行速度と加振後の自由振動の初期振幅
で表される曲線（蛇行動限界曲線と定義）が一定の速度
範囲に存在し，自由振動の初期振幅が蛇行動限界曲線上
の閾値を上回る場合に，蛇行動に至ることが実験的に明
らかとなった１）。さらに，蛇行動限界曲線上では，理想
的には収束も発散もしない周期的な振動状態が存在する
ことも明らかとなっている１）。蛇行動発生の有無は蛇行
動限界曲線と加振後の自由振動の初期振幅の関係性で説
明できることから，数値解析により蛇行動限界曲線を算
出することができれば，走行安定性評価の精度向上に資
するものと考えられる。
　そこで蛇行動限界曲線上では周期的な振動状態が存在
するという実験的な知見に基づき，非線形系の周期解計
算手法の一つであるシューティング法を適用して蛇行動限
界曲線を算出する手法を構築した２）。本報では，シューティ
ング法の概要と蛇行動解析への適用方法および計算手順

について述べるとともに，周期解の計算結果を考察する。

２．蛇行動限界曲線の実測例

　本章では，車両試験装置上での蛇行動試験における収
束と発散の境界となる蛇行動限界曲線の実測例を示すと
ともに，その特徴について述べる。

2. 1　半車体条件蛇行動試験
　蛇行動試験では，車両試験装置に備わる円盤状の軌条
輪の上に供試台車を載せ，軌条輪を高速回転することで
車輪の転走を模擬する。本研究では，車体の半分の質量
特性を模擬した荷重枠と 1つの供試台車を用いた半車
体条件で試験を実施した。また，より低速で蛇行動を発
生させるために，通常 2本装備されているヨーダンパを
すべて取り外した状態で試験を行った。

2. 2　蛇行動発生の有無を分ける条件
　本節では，蛇行動が発生する初期条件を実験的に調査
した結果の例を示す。試験では，まず軌条輪の回転のみ
で明示的な外乱を与えない試験である単純回転試験を実
施し，続いて加振試験を実施した。
　単純回転試験は，前述の通り，明示的な外乱を与えず
に軌条輪を回転した場合に蛇行動が発生する速度（蛇行
動限界速度）を調査する試験である。軌条輪を徐々に加
速し台車の振動が発散（蛇行動）に至った時点で軌条輪
の加速を止め，その後蛇行動が収束するまで軌条輪を減
速してその間の台車の挙動を測定した。その結果，速度
276km/h付近でそれまで中立位置で安定だった輪軸左
右変位の振幅が急激に増大して蛇行動に発展し，その後
減速しても蛇行動による定常振動が持続し，最終的には
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速度 210km/h付近で中立位置に一気に収束した。
　次に蛇行動の発生条件を調べるための加振試験を行っ
た。軌条輪装置を左右方向に加振することで初期外乱を
与えて疑似的に輪軸左右変位の初期変位を与えた。軌条
輪加振中の台車の挙動は，強制加振に対する応答となる
が，軌条輪加振停止後は軌条輪加振によってもたらされ
た変位および速度を初期値とする振動と考えることがで
きる。そこで，軌条輪加振停止直後からの輪軸左右変位
の振動の応答を計測し，最初の 1波の片振幅の大きさを
左右速度が 0となる左右変位の初期値とみなした。
　図 1に，軌条輪加振によって誘発された振動の輪軸左
右変位の初期振幅の大きさを示す。軌条輪加振後の振動
が中立位置に収束した場合を×印で，収束せずに大振
幅の蛇行動に至った場合を○印で表している。加振後に
収束するか，大振幅の蛇行動に発展するかについては，
輪軸の左右変位初期振幅に明確な境界が存在し，走行速
度に依存して連続的に変化していることが分かる。本研
究では図中に緑色の点線で示す連続的な境界線を蛇行動
限界曲線と定義している。また，図 1には，先に述べた
単純回転試験での蛇行動発生から収束までの定常振動振
幅の推移を灰色の実線で重ねている。蛇行動発生有無を
分ける境界は走行速度が増加するにつれて 0に近づき，
その境界が 0になる速度点は単純回転試験時において
蛇行動が発生した速度と概ね等しい（約 280km/h）こと
が分かる。一方で，走行速度が低下すると蛇行動発生有
無を分ける境界が 0から遠ざかり収束する領域が広
がっていくが，最終的にはその境界が消滅している（約
210km/h）。また，境界が消滅する時の輪軸左右変位初
期振幅の大きさと，単純回転試験での蛇行動が収束する
瞬間の振幅の大きさが一致している（約 5mm）ことが
分かる。

2. 3　蛇行動限界曲線の特性
　前節で，単純回転試験での蛇行動発生速度から蛇行動
が収束する速度までの速度域において，輪軸左右変位の
振幅値に蛇行動発生と収束とを分ける閾値が存在し，そ

れが走行速度に対して連続的に変化する蛇行動限界曲線
を形成していることが分かった。本節では，蛇行動限界
曲線近傍における台車の挙動を観察することにより，そ
の特性を調べる。
　図 1において走行速度 225km/hの時を例にとり，蛇
行動限界曲線上の点近傍での輪軸の挙動を図 2に示す。
図 2（a）は蛇行動限界曲線直近から出発し収束した場
合の挙動であり，図 2（b）は蛇行動限界曲線直近から
出発し蛇行動に至った場合の挙動である。図中には輪軸
左右変位の時刻歴波形とともに，横軸を輪軸左右変位，
縦軸を輪軸左右速度とした相平面上の軌道も併せて示
す。図 2（a）の相平面図では，軌道を示すスパイラル
は時計回りに進んでおり，スパイラルの外縁部から中立
点に向けて収束している様子を示している。一方図 2
（b）の相平面図では，スパイラルの内縁部から出発し
た軌道が時計回りに進みながらスパイラルの外縁部に向
かって漸近していることを表している。このスパイラル
の外縁部の周回軌道は，フランジ喉部での接触により振
幅が一定の大きさに抑えられることで生じる定常振動に
相当する。

　ここで，図 2（a）と図 2（b）それぞれの相平面上の
軌道を重ねて図 3に示す。灰色の実線で示すスパイラル
の外縁部と赤色の実線で示すスパイラルの内縁部が，ほ
ぼ一致していることがわかる。このことから，収束する
スパイラルの外縁部と蛇行動に至るスパイラルの内縁部
との間には，図 3に緑の点線で示すような収束も発散も
しない極限的な閉軌道が存在する可能性があることが分
かる。つまり，自由振動の初期振幅の大きさが蛇行動限
界曲線直上にあった場合，理想的には，その後は収束も
発散もせずに振動を継続することを意味する。ただし，
現実にはそのような状態は安定して存在しえず，蛇行動
限界曲線直上から僅かにでも離れれば，収束もしくは発
散する。

図２　蛇行動限界曲線近傍での挙動

図１　蛇行動発生有無を分ける蛇行動限界曲線
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３．周期解計算手法の適用

　前章で述べた通り，蛇行動限界曲線直上では収束も発
散もしない極限閉軌道（リミットサイクル）が存在する
可能性があることが分かった。仮にそのようなリミット
サイクルが存在するとすれば，そこでの挙動は常に一定
の軌道上を周回するため周期振動となる。したがって，
軌条輪上の蛇行動試験を表現する運動モデルを構築して
その周期解を計算することができれば蛇行動限界曲線を
導出できるものと考えられる。
　リミットサイクルは非線形系にのみ存在する周期解で
ある。蛇行動現象を取り扱う運動モデルは多自由度系で
あるため，多自由度非線形系の周期解を計算可能な手法
を適用する必要がある。さらに，車輪／レールの接触力
は，特にフランジ喉部付近での接触状態も含めると比較
的強い非線形性を伴うと考えられる。そこで，多自由度
の強非線形系に適用できる周期解計算手法であるシュー
ティング法の適用を試みた。

3. 1　シューティング法
　本節では，シューティング法の概要３）を述べる。シュー
ティング法は，周期解の初期値を求める問題を 2点境界
値問題としてとらえ，直接数値積分法とニュートン法と
を併用して周期解の初期値を効率的に求める手法であ
る４）。周期解の初期値が求まれば，任意の時刻の解は数
値積分により得られる。
　ここでは，式 (1)に示すような方程式の中に時間 tが
陽に含まれない自律系の n元連立非線形常微分方程式を
考える。

ẋ＝X（x） (1)

　ここで，xは n次元実ベクトル変数，Xは n次元実ベ
クトル値関数である。
　今，t＝0のときの初期値を x0とする式 (1)の解を x（t，
x0）で表すものとすれば，式 (2)，式 (3)が成立する。

x（0，x0）＝x0 (2)

 (3)

　ところで，x（t，x0）が周期 Tの周期解であるためには，
x（T，x0）＝x0でなければならない。そこで，式 (3)におい
て，t＝Tとおくことにより，式 (4)が得られる。

 (4)

　よって，式 (1)の周期解 x（t，x0）を求めることは，式 (4)
を満足する初期値 x0と未知の周期 Tを求める問題に帰
着できることが分かる。式 (4)は非線形連立方程式とな
る。ここで n次元実ベクトル x0と周期 Tとを合わせた
未知数の数は（n＋1）個であるにも関わらず，式 (4)の
方程式は n本しか存在せず，このままでは解を求めるこ
とができない。そこで，自律系の場合には解の位相に任
意性がある（時間の原点を自由に選べる）ことに着目し
て，この位相を適当に拘束するものとし，式 (5)の初期
値 x0に対する拘束条件式を追加する。

g（x0）＝0 (5)

　式 (5)の例としては，恒等的に零でない成分のうち，
いずれか一つの初期変位または初速度を零に拘束するこ
となどが考えられる。
　以上の準備のもとに，未知数 n＋1個に対し，式 (4)
および式 (5)で示される計 n＋1元の連立方程式を解く。
一般に，非線形連立方程式は解析的に解けないため，近
似計算によって求める。
　式 (4)および式 (5)を満足する初期値 x0および未知周
期 Tをニュートン法による逐次計算により求める。今，
k回目反復計算における近似値を xk

0および Tkとし，そ
の修正量をδxk

0およびδTkとする。式 (4)および式 (5)
を xk

0，Tk周りで展開した修正量に関する一次近似式は
次式で表される。

x（t， x0）＝x0＋
0

t∫ X（x（τ, x0））dτ

f（x0， T）≡
0

T∫ X（x（τ, x0））dτ＝0

f（xk
0＋δxk

0， Tk＋δTk）

≈ f（xk
0， Tk）＋

∂f（xk
0， Tk）

∂x0
∂f（xk

0， Tk）
∂Tδxk

0＋ δTk

＝
0

Tk∫ X（x（τ， xk
0））dτ

＋
0

Tk∫ X（x（τ， xk
0））dτ∂

∂x0｛ ｝δxk
0

＋X（x（Tk， xk
0））δTk＝0

g（xk
0＋δxk

0）≈ g（xk
0）＋ δxk

0＝0
∂g（xk

0）
∂x0

図３　極限閉軌道の存在
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　これらをまとめて式 (6)で表す。

 (6)

　式 (6)は，δxk
0およびδTkに関する（n＋1）元連立線

形代数方程式であるので数値的に解くことができ，修正
量が微小となるまで反復計算することにより，周期解の
初期値とその周期が求められる。

3. 2　蛇行動限界曲線導出への適用
　前節で述べたシューティング法を蛇行動解析運動モデ
ルに適用する。軌条輪上の半車体条件の運動モデルを図
4に，自由度の一覧を表 1に示す。半車体荷重枠，台車
枠，前後輪軸を剛体要素とする合計 9自由度の左右系モ
デルを用いた。
　輪軸～台車枠および台車枠～荷重枠で相互作用を及ぼ
す要素は，線形の弾性バネと比例粘性減衰のモデルとし
た。車輪～レール間の作用力を除いた線形の運動方程式
は式 (7)で表される。

Mẍ＋Cẋ＋Kx＝0 (7)

　但し，x＝（φB φB yT φT φT yw1 φw1 yw2 φw2）Tである。また，
M，C，Kはそれぞれ質量行列，減衰行列，剛性行列を
表し，いずれも実対称行列となる。

　本解析モデルにおいて非線形要素となる車輪／レール
の接触力は，以下により算出した。

①接触計算
　輪軸左右変位に対して，車輪踏面形状と軌条輪頭頂面
形状との幾何学的な条件から定まる車輪の接触点パラ
メータ（接触点における車輪半径，接触角，曲率）およ
び軌条輪の接触点パラメータ（接触点における軌条輪半
径，曲率）を事前に計算しておき，その数表を参照する。
②車輪～レール間に作用する法線力の算出
　輪軸の上下方向の力とロール方向のモーメントが静的
に釣り合っているものとみなし，その釣り合い式から収
束計算により求める。
③非線形クリープ力の算出
　クリープ率とクリープ力の関係は Levi-Chartetのモデ
ル５）から算出する。
　上記の手続きで計算する車輪～レール間に作用する力
を輪軸の変位と速度の関数とみなすことにより，輪軸に
作用する力とモーメントをベクトル値関数 f（ẋ，x）＝（0 0 
0 0 0 fL1 fM1 fL2 fM2）Tで表す。但し，fL1および fL2は輪軸に
作用する左右力を表す関数であり，fM1および fM2は，輪
軸に作用するヨー方向のモーメントを表す関数である。
下付きの添え字の 1は前軸を表し，2は後軸を表す。こ
のとき，車輪～レール間に作用する力も含めた半車体モ
デルの運動方程式は式 (8)で表される。

Mẍ＋Cẋ＋Kx＝f（ẋ，x） (8)

　これを式 (9)のように書き換える。

 (9)

　以上のようにして，半車体モデルの運動方程式を（ẋ，
x）に関する一階の非線形連立微分方程式で表し，3.1節
の式 (1)に当てはめて考えることによって，シューティ
ング法を適用した。
　なお運動方程式を解く過程において，テーブル計算や
法線力計算における収束演算が含まれているため，
シューティング法の手続きにある偏微分を解析的に導出
することが困難である。そこで偏微分は微小区間の差分
商で近似した。また，式 (5)に相当する拘束条件式につ
いては，任意の自由度の初期値に対して拘束可能である
が，ここでは進行方向前位の輪軸左右変位の初期値を 0
として式 (10)で表した。

∂
∂x0

0

Tk∫ X（x（τ， xk
0））dτ X（x（Tk， xk

0））

0
∂g（xk

0）
∂x0

δxk
0

δTk

0

Tk∫ X（x（τ， xk
0））dτ

g（xk
0）

＝－

d
dt

x
x

x
xI

＝－M－1C －M－1K
0

00
＋ M－1 0

0
f（x， x）

図４　軌条輪上の半車体条件運動モデル

表１　自由度の一覧
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yw1
0＝0 (10)

４．周期解と蛇行動限界曲線

　前章で述べた軌条輪上の半車体モデルの運動方程式に
対して，走行速度を変化させながら各走行速度における
周期解の初期値と周期をシューティング法により算出し
た。さらに，得られた周期解の初期値および周期を用い
てルンゲ・クッタ法による数値積分を運動方程式に対し
て行い，1周期における進行方向前軸の輪軸左右変位の
最大値を求め，それを周期解の振幅とみなした。
　本章では，周期解を計算するにあたって必要な手順を
説明するとともに，得られた周期解を考察する。

4. 1　計算手順
　蛇行動限界曲線上において周期的な振動が理想的に存
在すると同時に，フランジ喉部の接触を伴うような大振
幅の蛇行動も周期的な振動となる。シューティング法で
はその両方の周期解が求められる。
　本節ではまず，周期解の計算結果の概形を示した上で，
計算過程における工夫を述べる。
　図 5に周期解の計算結果を示す。横軸に走行速度，縦
軸に各走行速度において求められた周期解の振幅をプ
ロットした。周期解の詳細については次節で述べる。
　周期解の計算開始地点の速度は，ここでは 260km/h
とした。この開始速度は任意であるが，確実に蛇行動が
発生すると考えられる高い速度から開始する。まず，当
該速度において蛇行動を発生させて，十分に時間が経過
した時点であれば定常周期解に近い状態であると考えら
れる。この状態で，拘束条件である輪軸左右変位が
0（yw1

0＝0）となる瞬間（ゼロクロスする瞬間）を求め，
その時の状態量をニュートン法逐次近似計算の初期値と
する。この場合，与えた初期値は十分に周期解に近いの

で，容易に収束し，図 5に赤丸で囲んだ周期解が得られ
る。この後は，得られた周期解を次の速度における周期
解計算の初期値として計算を進めていく。
　上記の要領で一定の速度幅で周期解計算を進めていく
と，ニュートン法が収束せず周期解を得られなくなる時
点が現れる。この場合，速度幅を小さくした上で周期解
計算を繰り返すが，十分に小さな速度幅でも解が見つか
らない場合，折返し地点に到達したものとみなし，速度
の探索方向を反転させる。
　折り返し地点から最初の 1点目の周期解の探索には
工夫が必要となる。1つ前に得られた周期解の初期値を
用いて計算をすると，本来求めたい次の周期解ではなく，
これまで辿ってきた蛇行動の周期解近傍に戻って収束し
てしまう。そこで，蛇行動限界曲線であれば，走行速度
の上昇に応じて振幅が減少するという実験的な知見を用
い，1つ前の周期解の振幅よりも必ず小さくなるという
条件を付与することにより，求めるべき周期解の振幅を
得ることができる。以降も同様にして，周期解の振幅が
速度の上昇に応じて減少するという特徴をもとに初期値
の範囲を設定し，周期解計算を効率的に行っている。

4. 2　周期解の考察
　図 5の周期解計算結果を考察する。走行速度 260km/h
を起点として周期解の振幅の変化を追うと，速度
213km/hに至るまでの間に振幅の大きさが 5.5mmから
5.0mmへと少しずつ減少していることが分かる。速度
213km/hに至ると，それより低い速度では周期解が存在
していない。一方で，速度 213km/hで周期解を表す曲
線は折り返され，今度は速度の上昇とともに周期解の振
幅が減少していることが分かる。速度の上昇に伴って振
幅が減少し，最終的にはその振幅が 0に至る速度
251km/hで周期解を表す曲線が消滅している。
　ところで，シューティング法では安定解・不安定解が
区別なく求められる。周期解に微小な外乱を与えたとき，
最終的に周期解に漸近する場合が安定解であり，周期解
に漸近することなく徐々に遠ざかる場合が不安定解であ
る。以下では，得られた周期解を図 5において点 Aか
ら Bの区間と点 Bから Cの区間の 2つの部分に分け，
解の安定性の観点からその特徴を考察する。

（1）速度の減少とともに周期解の振幅が減少する区間
　図 5の点 Aから点 Bまでの周期解は，蛇行動による定
常振動解を表す。これは，蛇行動による定常振動に対して
多少の外乱を与えても元の定常振動に収束する安定な周
期解である。また，速度の減少に伴って周期解の振幅が徐々
に減少しているが，これは実際の蛇行動試験で蛇行動の
発生から減速して収束にいたるまでの様相と一致する。

図５　周期解の計算結果
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（2）速度の増加とともに周期解の振幅が減少する区間
　図 5の点 Bから点 Cまでの周期解は，速度の上昇と
ともにその振幅が減少している。その様子は実験的に得
られた蛇行動限界曲線の特徴に類似している。そこで，
得られた周期解の軌道とその近傍から出発する軌道を検
証する。例として，速度 225km/h付近における周期解
およびその近傍の軌道を図 6に示す。図の緑色の実線は
得られた周期解の軌道を示しており，一定の周回軌道上
を時計回りに周回している。赤色の実線は緑色の周期解
軌道に対してわずかに外側から出発した軌道を表してお
り，周期解軌道から離れながら時計回りに振幅が増大す
る方向へ進んでいることが分かる。また，灰色の実線は
周期解軌道に対してわずかに内側から出発した軌道を表
しており，周期解軌道から離れながら時計回りに中立位
置に向かって振幅が減少していく様子が分かる。
　以上のことから図 6の緑の実線で示す周回軌道は不
安定な周期解（不安定なリミットサイクル）であること
が分かる。この周回軌道をわずかにでも外れるとそこか
ら徐々に離れていく様子は，蛇行動限界曲線上の点近傍
における輪軸の挙動と特徴が一致している。

　図 5の点 Bから点 Cまでの周期解について，上記で
取り上げた点以外の幾つかの点においても同様に不安定
なリミットサイクルを形成していることを確認した。ま
た，速度 213km/h付近の周期解の曲線が折り返される
点は垂直接線部でサドルノード分岐と呼ばれる分岐点で
あり，一般にサドルノード分岐点を境に安定性が反転す
る６）。これらを踏まえて周期解の安定性を全体に渡って
推定した結果を図 7に示す。蛇行動による定常振動が減
速により消滅する点での振幅と不安定な周期解の振幅が

連続的に繋がっていることや，不安定な周期解の振幅が
速度の増加に応じて減少し最終的に 0になっているこ
とは，実測の蛇行動限界曲線の特徴と合致している。し
たがって，本手法によって蛇行動の定常振動と蛇行動限
界曲線が算出可能であること，また蛇行動限界曲線その
ものは不安定な周期解として現れることが分かった。

５．まとめ

　蛇行動限界曲線を算出することを目的として，非線形
系の周期解計算手法であるシューティング法を半車体条
件の運動モデルに適用し，周期解を計算した。その結果，
走行速度の上昇に応じて振幅の大きさが減少する不安定
な周期解が存在してそれが蛇行動限界曲線に相当するこ
とが分かり，本手法が概ね妥当であることを確認した。
　今後は，摩耗踏面などより実態に即した蛇行動限界曲
線の導出に取り組んでいく予定である。
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図６　周期解近傍の軌道

図７　周期解の安定性と蛇行動限界曲線
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