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しゅう動摩擦が作用するパンタグラフの安定性解析
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　The friction force due to sliding of the pantograph head and contact wire acts to the traveling pantograph head 
in horizontal direction. Therefore, vertical motion of the pantograph head is generated by link mechanism of the 
pantograph. This study proposes a 2-dimensional pantograph model that considers friction characteristics of the 
pantograph head based on the multi-body dynamics (MBD) approach. Furthermore, a stability analysis method 
for the pantograph model is proposed. Results of the stability analysis of the developed MBD pantograph models 
are shown. Then the obtained stability is validated based on the time history simulation of the pantograph models. 
キーワード：パンタグラフ，しゅう動摩擦，マルチボディダイナミクス，安定性解析，固有値

＊　鉄道力学研究部　集電力学研究室

１．はじめに

　パンタグラフは，舟支えリンク，釣り合い棒，上枠お

よび下枠によって構成されるリンク機構を用いて舟体の

上下運動を実現している。パンタグラフは，舟体の上面

に取り付けられるすり板をトロリ線に接触させることで

車両へ電力を供給する。列車が走行する際にはトロリ線

とすり板の接触点はトロリ線上を移動し，この時しゅう

動による摩擦力が発生する。前後方向の摩擦力が舟体に

作用すると，その力に連成してパンタグラフに上下方向

の運動が生じる。そのため，架線と舟体間の摩擦係数が

大きいなどの条件下では走行中のパンタグラフが不安定

な挙動を示すことがある。

　パンタグラフの架線に対する追随性能をシミュレー

ションによって解析する際には，多質点系１）やマルチボ

ディダイナミクス２）に基づいてパンタグラフをモデル化

する。これらの手法は，パンタグラフの追随振幅３）等

を評価する際に適切な手法である。しかし，しゅう動摩

擦力に起因したパンタグラフの自励振動や不安定性を考

慮可能な手法は確立されていないため，筆者らにより研

究が進められている４）。

　本報告では，パンタグラフ舟体に対して前後方向に作

用するしゅう動摩擦力に連成して発生するパンタグラフ

の上下運動を表現可能な，2 次元のマルチボディダイナ

ミクス（以下，MBD）モデルを示す。さらに，構築し

たパンタグラフモデルの安定性を判別する手法について

も示す。

２．しゅう動摩擦を考慮した MBD モデル

2. 1　モデルの概要

　本報告では図 1 に示すように，しゅう動摩擦と上下運

動の連成を表現するシングルアームパンタグラフのモデ

ルを MBD に基づいて提案する。なお本報告では，架線

は剛体架線であるものと仮定する。図 1 の MBD モデル

の各要素に関する名称を表 1 に，各要素の拘束条件を表

2 に記す。

　本モデルでは，下枠，上枠，釣り合い棒，舟支えリン

ク，舟体可動部を剛体で定義し，これらを互いに回転ジョ

イントで結合する。各部材は図 1 の x-y平面内における

並進および回転自由度の合計 3 自由度を有する。下枠と

釣り合い棒の下部はそれぞれ，グランドに拘束された台

枠に対して回転ジョイントで結合される。本モデルにお

いて舟体と架線との接触は，図 1 に示す接触要素 c を用

いたペナルティ法によって表現する。摩擦モデルはクー

ロン摩擦と仮定し，接触力に比例したしゅう動摩擦力が

舟体前後方向に作用する。しゅう動摩擦力が作用する方

向は，パンタグラフの進行方向に応じて決定する。すな

図１　パンタグラフの MBD モデル
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わち，図 1 においてパンタグラフが左方向（以下，なび

き方向）に走行する場合には，図 1 に示すように xの正

方向に対してしゅう動摩擦力を作用させ，右方向（以下，

反なびき方向）に走行する場合には xの負方向に対して

しゅう動摩擦力を作用させる。舟体に作用するしゅう動

摩擦力は，x方向の接触要素（図 1 に示す b）を介して

上枠へ伝達される。また，舟体と上枠の間には，舟体を

支持するばねの等価剛性とエネルギ散逸を表現するため

の，ばね・ダッシュポットの並列要素 aを y方向に設ける。

　本モデルではパンタグラフに静押上力を与えるため

に，下枠を表わす部材 #3 に対して一定のモーメントを

作用させる。また，パンタグラフダンパを表現するため

に，部材 #3 の回転角速度に比例した減衰力をモーメン

トとして部材 #3 に与える。

　本報告では，微分代数方程式５）と線形動力学方程式６）を

用いて MBD モデルを定式化する。パンタグラフの MBD
モデルを微分代数方程式と線形動力学方程式で定式化し

た場合には，それぞれ以下の活用方法が考えられる。

　線形動力学方程式を用いることで，不安定挙動の発生

の有無を固有値解析に基づいて判別できる７）。微分代数

方程式を用いて不安定挙動を判別するためには時間積分

表１　モデルを構成する要素の名称

番号 名称

#1 釣り合い棒

#2 上枠

#3 下枠

#4 舟支えリンク

#5

#6 台枠

#7

#8 舟体

a 舟支えを支持する剛性

b 接触要素

c

表２　MBD モデルの拘束条件

番号 拘束条件

#1 #2 回転ジョイント

#2 #3

#3 #4

#4 #5

#1 #6

#3 #7

#6 グランド拘束

#7

に基づく運動シミュレーションを行う必要があることか

ら解析に時間を要するのに対し，線形動力学方程式を用

いる場合には運動シミュレーションを行う必要がないた

め不安定性の判別に時間を要さないという利点がある。

ただし，微分代数方程式では，パンタグラフに不安定挙

動が発生した際の各部材の時刻歴応答を観察すること

で，不安定挙動の現象把握を行うことができる。

2. 2　微分代数方程式による定式化

　MBD では，系の拘束条件式は次式のような代数方程

式で与えられる。

 ΦΦ q 0,t( ) =            (1)

ここで，q は系全体の一般化座標ベクトルであり，図 1
に示すモデルについては式 (2) のように定義される。

 q ≡  x y x y1 1 1 8 8 8θ θ

T          (2)

ただし，xi，yi，θi（1 ≦ i≦ 8）はそれぞれ，部材 iの x

方向変位，y方向変位，回転角を表わす。系全体の運動

方程式は式 (3) で表わされる。

 Mq Q Q = +( )C A            (3)

ここで，M，Q(C)，QA はそれぞれ，系全体の質量行列，

拘束力ベクトル，外力ベクトルを表わす。本報告では式

(3) で表わされる拘束多剛体系の運動を計算するために，

拘束条件のもとで方程式を解く手法であるラグランジュ

の未定乗数法を用いる。運動方程式 (3) に対して，仮想

仕事の原理とラグランジュの未定乗数法を適用し，整理

すると次式のように運動方程式 (3) から変数を拡大した

形で運動方程式が得られる。
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







A
          (4)

ただし γ は次式で定義される。

 γγ
ΦΦ ΦΦ

≡ − −
d
dt

d
dt
tq q           (5)

また，Φq と Φt はそれぞれ Φ の q と tに関する偏微分を

表し，λ はラグランジュの未定乗数を表わす。

　微分代数方程式を用いて MBD モデルを定式化する場

合には，式 (5) に基づいてモデルの運動を計算する。本

報告では 4 次のルンゲ・クッタ法を用いて時間積分を行

い，時間刻みを 0.2ms とする。

2. 3　線形動力学方程式による定式化

　図 1 のモデルでは，ばね・ダッシュポットの並列要素

a，b および c が部材 #8 の重心に接続されており，しゅ

う動摩擦力も部材 #8 の重心に作用する。モデルの各部

材に微小変位および微小回転角が生じるものと仮定する
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と，モデルの運動方程式は式 (6) で表わされる。

 M q C q K q Qq
Aδδ δδ δδ ΦΦ λλ + + + =T          (6)

ここで δq は一般化座標ベクトルの微小変化量を表し，K, 
C はそれぞれ全体座標系における剛性行列と減衰行列を

表わす。

　式 (6) の左辺第 4 項には拘束力の項が含まれるため，

固有値解析を行うことができない。そこで，式 (6) の固

有値解析を可能とするために拘束力ベクトルを消去する

ことを考える６）８）。Φq T を QR 分解すると次式になる。

 ΦΦq u vQ Q RT =             (7)

ただし Qu は n行 m列（nは系の全自由度数，mは拘束

条件の数），Qv は n行 n－ m列の行列である。

　本報告では，Qu と Qv の列ベクトルの直交性を利用し

て，一般化座標で記述された式 (6) から拘束力の項を消

去する８）。そこで，次式の関係を満たす新たな座標系 v

を定義する。

 q Q vv≡             (8)

この座標系 v を用いて運動方程式 (6) を表現すると，次

式のように拘束力の項を含まない運動方程式が得られる。

 ^M C K Qδδ δδ δδ v v v   A^ ^ ^          (9)

ここで , , ,M C K QA^ ^ ^ ^ はそれぞれ式 (10) ～式 (13) のように

定義した。

 M Q MQv v≡ T^
        (10)

 C Q CQv v≡ T^
        (11)

 K Q KQv v≡ T^
        (12)

 Q Q Qv
A A≡ T^

         (13)

式 (9) のように拘束力を含まない運動方程式は固有値解

析を行うことが可能である。

３．複素固有値に基づく安定性解析手法

　本報告において摩擦力を表現する剛性行列は，直交す

る x方向と y方向との運動の連成を表現することから，

非対称な行列になる。したがって，式 (12) のK^ は非対

称行列となる。このような非対称行列を含む系の固有値

は複素数となり，その実部はモード減衰率の負値を表わ

す。そのため，複素固有値の実部が正の場合には減衰率

が負であることを意味し，系の複素固有値が 1 つでも正

の実部を有する場合には，系が不安定になることがわか

る。また，複素固有値の実部が正の場合にその絶対値が

大きいほど系の不安定性が高くなる。そこで本報告では，

実部が正の複素固有値のうち最大となる実部の値を不安

定性指標と定義することでモデルの安定性評価を行う。

ただし，複素固有値の実部がすべて負であり，系が安定

である場合には不安定性指標を 0 と定義する。

４．パンタグラフの安定性解析

4. 1　対象とするパンタグラフモデル

　本章では図 2 に示すように 2 通りの力学モデルを用

いることで，これらのパンタグラフの安定性評価結果を

比較する。図 2(a) は図 1 と同じモデルであり，新幹線

用シングルアームパンタグラフをモデル化したものであ

る。以降では，図 2(a) に示すモデルを標準モデルと称

する。図 2(b) は，不安定現象を再現するために，標準

モデルの上枠と舟支えリンクの長さを延長したものであ

る。図 2(b) に示すモデルを上枠延長モデルと称する。

なお，標準モデルと上枠延長モデルの上枠の長さは，そ

れぞれ 1.2m と 1.6m である。

　本報告では，実機パンタグラフの舟体中央を加振し

て得られたコンプライアンスと線形動力学方程式によっ

て定式化された標準モデルのコンプライアンスが一致す

るように，標準モデルのパラメータの値を決定した。各

モデルの部材に関するパラメータを表 3 に，ばね・ダッ

シュポットの並列要素に関するパラメータを表 4 にまと

める。

4. 2　安定性解析結果

4. 2. 1　MBD モデルの不安定性指標

　MBD モデルの摩擦係数を 0 から 3 の範囲内で 0.01 刻

みで変化させて，モデルの安定性解析を行った。不安定

性指標に基づく安定性評価結果を，標準モデルと上枠延

図２　安定性解析に用いる MBD モデル
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モデルの運動方程式は式(6)で表わされる。 

 T    A
qM δq C δq K δq Φ λ Q   (6)

ここでq は一般化座標ベクトルの微小変化量を表し，

K, C はそれぞれ全体座標系における剛性行列と減衰行

列を表わす。 
式(6)の左辺第 4 項には拘束力の項が含まれるため，固

有値解析を行うことができない。そこで，式(6)の固有値

解析を可能とするために拘束力ベクトルを消去すること

を考える６）８）。q Tを QR 分解すると次式になる。 

  T q u vΦ Q Q R  (7)

ただし Quは n 行 m 列（n は系の全自由度数，m は拘束

条件の数），Qvは n行 n－m列の行列である。 
本報告では，Qu と Qv の列ベクトルの直交性を利用し

て，一般化座標で記述された式(6)から拘束力の項を消去

する８）。そこで，次式の関係を満たす新たな座標系 v を

定義する。 

  vq Q v  (8)

この座標系 v を用いて運動方程式(6)を表現すると，次式

のように拘束力の項を含まない運動方程式が得られる。 

 ˆ ˆˆ ˆ A  M δv Cδv K δv Q   (9)

ここで ˆ ˆˆ ˆ, , , AM C K Q  はそれぞれ式(10)～式(13)のように

定義した。 

 Tˆ  v vM Q M Q  (10)

 Tˆ  v vC Q C Q  (11)

 Tˆ  v vK Q K Q  (12)

 Tˆ A A vQ Q Q  (13)

式(9)のように拘束力を含まない運動方程式は固有値解

析を行うことが可能である。 
 
３．複素固有値に基づく安定性解析手法 
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長モデルについて図 3 に示す。図 3(a) および図 3(b) よ
り，新幹線用シングルアームパンタグラフに基づく標準

モデルは摩擦係数が 0 から 3 の範囲においては，走行方

向によらず系が安定であることがわかる。一方，図 3(c)
のように，上枠延長モデルがなびき方向に走行する場合

には摩擦係数が 0 から 3 の範囲においては系が安定であ

るのに対し，上枠延長モデルが反なびき方向に走行する

場合には摩擦係数が 2.45 以上でモデルが不安定になる

ことが図 3(d) より示された。

4. 2. 2　時刻歴シミュレーションと不安定性指標の比較

　微分代数方程式で定式化した標準モデルと上枠延長モ

デルの時刻歴シミュレーションを行い，安定性評価手法

の妥当性を検証する。事前の検討により，微分代数方程

式でパンタグラフをモデル化した際に，上枠延長モデル

表３　MBD モデルのパラメータ

部材 標準モデル 上枠延長モデル

質量

（kg）

慣性モーメント

（kg m2）

質量

（kg）

慣性モーメント

（kg m2）

釣り合い

棒（#1）

2.47 0.21 2.47 0.21

上枠（#2） 10.51 0.81 13.97 1.91

下枠（#3） 6.50 0.52 6.50 0.52

舟支えリ

ンク（#4）

1.36 0.14 1.81 1.85

舟支えリ

ンク（#5）

1.00 0.02 x 10-1 1.00 0.02 x 10-1

舟体（#8） 3.00 0.01 3.00 0.01

表４　ばね・ダッシュポット並列要素のパラメータ

要素番号 剛性（kN/m） 減衰（Ns/m）

a 105 50

b 500 500

c 500 500

が反なびき方向に走行する場合には摩擦係数が 2.49 以

上で系が不安定になることがわかったため，ここでは摩

擦係数を 1，2.48，2.49 の 3 通りとする。

　時刻歴シミュレーションの流れを以下にまとめる。

（a） パンタグラフ舟体上面が剛体架線のしゅう動面から

1mm 下方にあり，パンタグラフが停止している状

態から時刻歴シミュレーションを開始する。シミュ

レーション開始後，静押上力によってパンタグラフ

が上昇する（図 4(a)）。
（b） パンタグラフが剛体架線（接触要素）に着線する。

舟体に作用する接触力がほぼ一定値に収束するま

で，パンタグラフを走行させない（図 4(b)）。
（c） パンタグラフが剛体架線下を走行する状況を模擬す

図４　時刻歴シミュレーションの流れ

図３　各 MBD モデルの不安定性指標
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るために，接触力に比例したしゅう動摩擦力を舟体

重心に作用させる（図 4(c)）。
　シミュレーションによって得られた標準モデルと上枠

延長モデルの接触力を図 5 に示す。本シミュレーション

では，接触力が時間と共に一定値へ収束する場合にシス

テムは安定であり，接触力が時間と共に増幅する場合に

不安定と定義する。

　図 5(a) と図 5(b) より，標準モデルに関してはパン

タグラフの進行方向によらず，またいずれの摩擦係数に

おいても系は安定であることがわかる。いっぽう，上枠

延長モデルについては，パンタグラフがなびき方向に走

行する場合には摩擦係数によらず系は安定であるのに対

し（図 5(c)），反なびき方向に走行する場合には摩擦係

数が 2.49 以上の場合には系が不安定である（図 5(d)）。
図 5(d) において，摩擦係数が 2.49 の場合には 1.2 s が
経過した時点で MBD モデルが離線したためシミュレー

ションを打ち切った。図 3 に示した安定性評価結果では

摩擦係数が 2.45 以上のとき系が不安定であるのに対し，

本時刻歴シミュレーションでは前述のように摩擦係数が

2.49 以上のとき系が不安定になる。以上の結果から，提

案する安定性評価手法を用いることで，摩擦係数 0.04
程度の精度において系の安定性を判別できることがわ

かった。

4. 2. 3　MBD モデルの不安定性の要因に関する考察

　前項では上枠延長モデルの方が標準モデルよりも不安

図５　時刻歴シミュレーションによる接触力の計算結果
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